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Sucesiones Geométricas

Una sucesion geomeétrica, es una secuencia de numeros llamados términos en
la cual cada término se puede obtener del téermino inmediato anterior,
multiplicandolo por un numero fijo denominado tasa, por ejemplo:

1. 4,-816,-32,64,-128,256,-512. La tasa (r) es: -2
2. 729,486,324,216,144.96,64 r=2/3

SI se busca construir una serie geometrica de 9 términos considerando “a”
como el primer término y a “r” como su tasa de crecimiento, tenemaos:

a,ar,ar?,ar® ar* ar’,ar® ar’, ar®

De lo anterior se puede observar que para una serie de “n” terminos, el ultimo
termino de la serie se puede calcular como:

u=ar™ (i)

MASTER IN FINANCE



Sucesiones Geométricas

Sea s la suma de siguiente serie geomeétrica:

a,ar,ar®,ar’, ... ar"*

Entonces,
s=a+ar+ar’+ar’+..+ar" (1)

Multiplicando por “r”, se obtiene:
rs=ar+ar’+ar*+ar*+.. . +ar"  (2)

Restando (2) a (1)
s—rs=a+(ar —ar)+(ar2 —ar’2)+...+(ar”‘1 —ar”‘l)—ar

a—ar"
s(l-r)=a-ar"=s= (3)
a-r)
Sera conveniente utilizr;dr (3) cuando r<ly
ar —a

S = (I’—l) (3) cuando r>1.

MASTER IN FINANCE

n



Sucesiones Geométricas
A partir de (i), se tiene: ru=ar

Entonces (3) y (3') se pueden reexpresar cComo:
a—ru : 'u—a
S= sSir<0 y s=
1-r r-1

sir>0

Ejemplo T
Encontrar el TOmMo. término y la suma de los primeros 10 términos de la
sucesion geometrica 4, 8, 16, 32,...

Solucion
Para obtener el 10mMo. término:

u=ar"'=u=4-2°-2048

Pe

La suma de los primeros 10 términos seri
—4

g 2:(2088)-4 o

2-1
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Sucesiones Geométricas Infinitas

Considere la siguiente serie geomeétrica:
1,1/4,116,1/64,1/256...

Donde a=1y r=1/4. La suma de |os primeros n términos es:
o 1-@/4)
1-(1/4)

1 /4y 4 1(1)“1

“T1_W4) 1-(4) 3 34

4

De lo anterior se puede observar que s<4/3, ya que conforme se incrementa el
valor de n la suma tiende a 4/3.

En general, La suma s para la serie a, ar, ar?, ... se aproxima a a/(1-r) conforme n
crece i.e. a
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Sucesiones Geométricas Infinitas

Ejemplo 2
Encontrar la suma de la siguiente serie geomeétrica:
1,1/21/4,1/8, ...

Solucion
Tenemos:a=1;r=1/2

- a 1 .
Ejemplo 3 1-r 1-1/2

Encontrar la suma de la siguiente serie geomeétrica:
1, -1/416, -1/64, ...

2

Solucion
Tenemos: a=1;r=-1/4

a 1 |
1-r 1+1/4
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Anualidades - Intro
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Anualidades

Definicion
Corresponde a una serie de flujos de efectivo con pagos periddicos,
generalmente iguales a lo largo de un periodo de tiempo.

Clasificacion
Cierta: Cuando se fijan de forma anticipada el numero de pagos, el monto de los
mismosy el tiempo al que se realizaran.

Contingente o aleatoria: Cuando el numero, monto o tiempo al que se realicen los
pagos dependa de la ocurrencia o no de un evento.

Constante: Si el monto de los pagos es igual. Se llama ordinaria si todos los pagos
son igualesal.

Variable: Si el monto de los pagos es variable
Temporal: Si el numero de pagos es finito.
Perpetuidad: Si el nUmero de pagos no es finito.
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Anualidades Inmediatas y Diferidas

Se dice gue una anualidad es inmediata si el primer pago se realiza al principio
del primer periodo y sera diferida “t” periodos si el primer pago se realiza al
principio del periodo t+1.

La anualidad es anticipada si los pagos se realizan al principio de cada periodo de
pago y es vencida si se realizan al final de cada periodo de pago.

Si X representa el primer pago de la anualidad, graficamente las anualidades
explicadas en los parrafos anteriores se veran:

Inmediata Anticipada Diferida Anticipada
X X
I I | i
o ]
0 1 2 3 t-1 t t+1

v X

Inmediata Vencida Diferida Vencida
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Notacion

Los diéresis indican que es anticipada, si no los lleva
es vencida. Si es continua lleva una linea.

Unidades de tiempo diferidas, se omite si es t |
inmMmediata. I

TTI i—)Toso de interés efectiva anual.

t

Duracion en anos de la anualidad. Si es perpetuidad se indica
Se usa A si es valor presente v S si es con el simbolo de infinito.
valor futuro.

a

. : 1 : .
Asi mismo, se define VZT' como el valor presente de una unidad monetaria
+i

en un ano.

E usaremos VA(i,n,-1,,0) VF(i,n,-1,,0)
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Anualidades Basicas
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Anualidad Vencida

Considere una anualidad en los cuales se realizan pagos de $1 al final de cada

periodo durante “n" periodos.
1 1 1 1

]
|| i
]

n n+1l

I
o
0 1 2 3 n-1

(A) 1 1(5)

El valor presente de esta anualidad valuado en (A), se denota agy;.
El punto (B) se situa “n” periodos posteriores a (A) y el valor futuro de la

X i

anualidad en este punto se denota sg;

Donde
1 n
1-v" 1_(1+i)

A =v+vi+ v+ttt =——=
i i

= VA(i,n,—1,,0)

a+d" -1
[
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Anualidad Vencida

Ejemplo 4
Encontrar el valor presente de una anualidad que paga $1,000 al final de cada
ano por 20 anos, si la tasa de interés es 8% anual.

1 20
Solucion 1- (1.08)
1000a5g7gy, = 08

= VA(8%,20,—1000,,0)|= 9,818.15

Ejemplo 5
José tiene $20,000 ahorrados y se sabe que la tasa de interés que le ofrece le
banco es 10% convertible trimestral ;Cuanto podra retirar cada trimestre para

acabarse su ahorro en 10 anos?

Solucion 20,000 20,000

Ra_ 199 = 20,000 despejando R = =
e espejanao Ao VA(25%40,~1,,0)
4
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Anualidad Vencida

Ejemplo 6

Calcular el valor acumulado de
a. 500 mensuales durante 4 anos tres meses, al 10% compuesto
mensualmente.

SOOSﬁﬁO% = 31,613.9457
12
b. 800 trimestrales durante 6 anhos 3 meses al 14.25% compuesto

trimestralmente.

800s_— 14.259% = 31,420.2211
25| 7

c. 1000 cada semestre durante 10 anos al 1223% compuesto
semestralmente

1,000s_ 12.23% = 37,243.6006
201==5
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Anualidad Vencida NN

Ejemplo 7

Calcular el valor acumulado de una anualidad de $3,000 por afio, durante 7
anos si la tasa de interés es de:

a. i=8%
3,000a7|gy, = 26,768.4100
b. i=10.75%
3,000a7|10 759, = 29,125.0670
c. i=17.29%

3,000a7/17.299 = 35,633.9517
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Ejemplo 8

Una inversion de $300,000 se usard para realizar pagos de $50,000 al final de
cada ano por el tiempo que sea posible. Si el fondo gana una tasa de interés
anual efectiva de 5%. Encontrar cuantos pagos regulares se pueden hacer y
determine el monto del pago mas pequeno si: (1) se realiza en la fecha del
ultimo pago regular (2) si se realiza un ano después del Ultimo pago regular.

Solucion
Se resuelve primero la siguiente ecuacion de valor:

$50,000a ., =$300,000

n|5%
a ., =6

.t =7anos3meses
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Jing

Solucion (Continuacion)
Para determinar el monto del pago mas pequeno si (1) se realiza en la fecha del
ultimo pago regular. La ecuacion de valor al final del ano 7 es:

X

50,000 50,000 50,000 50,000

0 1 2 3 - 7
300,000

$50,000s, ,, + X = $300,000(L.05)’
x = $300,000(1.05)" —$50,000s,,

7/5%
X =$422,130.13-$407,100.42
X =$15,029.70
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Anualidad Anticipada

Considere una anualidad en los cuales se realizan pagos de $1 al inicio de cada

periodo durante “n" periodos.
1 1 1

1
I
T
0 1 2 3 n-1 n n+1
(A) 1 1(8)
El valor presente de esta anualidad valuado en (A), se denota dg;.

El punto (B) se situa “n” periodos posteriores a (A) y el valor futuro de la
anualidad en este punto se denota §p;

Donde . 1_( 1 )n E

T3
dpii = 1+v+ v+ vl = = " ﬁl = VA(i,n,—1,,1)
=173
1+i)" -1
§n—|i =1+D)"'+@+D)"2%2+--+1= ( ) T =VF(i,n,—1,,1)

1l ———
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Anualidad Anticipada W
Ejemplo 9

Rodrigo se gand el Melate, por lo que recibird $2,000,000 en 20 pagos de
$100,000 cada afo. Recibe hoy el primer pago vy los siguientes en intervalos de T
ano. ¢Cual es el valor presente del premio ganado a una tasa de interés anual
de 10%7a)VP =592,058 h)VP =603169 c)VP =714,270 d)VP =825,381 [e)VP =936,492

Solucion 10099 10000 g0 0 \00?00 100 P \00?00
|
L T
0 1 2 3 18 19 20

1_V20
VP =$100,0008,, =$1oo,ooo( p j

1-1.17%
VP =$100,0000 ~ " |=$936,492 [~ ¢)
1-(1/1.1)
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Anualidad Anticipada
Ejemplo 10

Natalia deposita $100 cada tres meses en una cuenta de ahorros que paga
iIntereses del 6% convertible trimestral. Si hace su primer depdsito el 1 de julio
de 2020, ;qué saldo tendra la cuenta justo antes del depdsito de enero de

20237

Solucion
1005_—g9, = 1,086.3262
10l-

1?0 lTO TO ]fO HfO lTO ‘
] | |
1/7/20 1/10/20 1/1/21 1/4/21 1/7/22 1/10/22 1/1/23
L J L )

Y Y
2 2
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Anualidad Anticipada W
Ejemplo T

Pablo deposita $200 al comienzo de cada mes en una cuenta de ahorro que
otorga una tasa de interés anual efectiva de 4%. Al final de cada mes retira $100
;. Cual es el balance de |la cuenta al final del tercer ano?

a)VF, =3,758 | b)VF, =3,839 | c)VF, =3970 d)VF,=4,005 e)VF, =4,568

HEe 200 200 200 200 200 200
Solucion f T f T T T }
0 1 2 3 34 35 36
_(12) 100 100 100 100 100 100
I12 = (1.04)1/12 —-1=.00327374 VF, = $2005360.003273 _$1OOS360.003273
36 36
VF, = $200 1.003273 j _$100 1.003273" -1
1-1.003273 0.003273

= $200(38.2659)—$100(38.1410) = $7,653.19 — $3,814.11 =/$3,839.08
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Ejercicios W

Ejemplo 12

Pedro empieza un fondo de ahorro mediante depdsitos trimestrales de MXN
$1,000 iniciando el 1° de junio N. Encuentre el valor acumulado al 1° de junio de
N+4 inmediatamente después del ultimo depdsito y que el fondo de ahorro

gana una tasa de i®® = 8.08%

Solucion

1,00057g|3.96% = $23,619.35
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Ejercicios

Ejemplo 13

Para prepararse para su jubilacion, un trabajador deposita $5,500 en un plan de
ahorro para el retiro cada ano durante 20 anos comenzando en su cumpleanos
31. Cuando llega a los 51 desea retirar 30 pagos anuales iguales. ¢De qué
cantidad sera cada retiro si la tasa de interés es del 12% efectivo anual durante
los primeros 10 anos; 10% efectiva anual para los siguientes 10 anos y 11%
efectivo anual para el periodo de retiro de 30 anhos?

$ S Q

.. S Q S
Solucion | <o| jgj ‘1(30 "%o | |
| | | | |
3 3 3 3 51 52 53
o 1 2 3

5,500aﬁ|12%(1.10)10 + 5,500aﬁ|10% = xaﬁlll%

250,342.95 + 87,655.84 = 8.69x

~ x = 38,878.17
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Relaciones

Soi = Ay (L+i)

De igual manera
d . =S

n\l

n

Vv

nli

Ecuaciones de Valor Presente
— m _ n

n+mli
Ecuaciones de Valor Acumulado

Snsmi = Sui (1+i)" + Sri = Sa (L+i) +s,
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Relaciones

A partir de las definiciones anteriores, se pueden observar las siguientes
relaciones entre anualidades vencidas y anticipadas:

a, =a_ (1+i)
s =s (1+i) 0

n\i n\i

.
P e
—
—
|

Pero también existe otro tipo de relacion: Figure 3.3 Time diagram comparing an annuity-immediate
— 1_|_ a with an annuity-due

ni

n-1i
1

1
|
|
1

1 1 1
| ] |
| | |
0 2 3 n-2 n1 n

De manera similar se tiene: S

n\i
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Perpetuidades W

Una perpetuidad es una anualidad en la cual los pagos contindan por siempre. i.e.

una anualidad no finita. El valor presente, de una anualidad vencida se denota &5
1 1 1 1 1 1
] I
T T
0 1 2 3 n-2 n-1 n
- =V+Vo+V° 4.
o ~ De forma alterna, tenemos
p— 2 * o 0 -
az _v(1+v+v + ) a— = lim a=
oo M
1 n
Az =V, — . 1-v 1
1-v = lim =
|
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Perpetuidades W

Ejemplo 14

Suponga gque una Compania emite un instrumento financiero que paga
dividendos de $60,000 al final de cada ano de forma indefinida. Si el costo de
capital es 6%, calcule el valor del instrumento financiero al principio del ano.

Solucion
VP = $60,000a;o‘6%

VP =$1'000,000

ENn Resumen

Valor Presente Perpetuidad Vencida a;

Valor Presente Perpetuidad Anticipada d, =
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Resumen de Anualidades Basicas

Valor Presente Valor Fututo o
(VP) Acumulado (VF)

1-v' (1+i)' -1
| | i

Anualidad VVencida a =
n

Anualidad Anticipada an — - —

d " d
1
Perpetuidad Vencida aoo - Nn.a.
|
1
Perpetuidad aog - n.a.
Anticipada ‘ d
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Anualidades Diferidas
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Anualidad Vencida Diferida

Considere una anualidad diferida “h” periodos vencida, en la cual el primer

pago se realiza en el periodo de pago h+l y todos los pagos se realizan al final
de cada periodo de pago.

I
I
0 h h+1 h+2 h+n

(A) 1

Elvalor presente de esta anualidad valuado en (A), se denota por:

b B
bonde h+1 h+2 h+3 o t+h
can =vhpyT iy =V _Zv =Vv'a,
h t=h+1
Sa.=v'a. =a __—a_
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Anualidad Anticipada Diferida

Considere una anualidad diferida "h” periodos anticipada, en la cual el primer

pago se realiza en el periodo de pago h y todos los pagos se realizan al
principio de cada periodo de pago.
1 1 1 1

I I
I I
0 h h+1 h+2 h+n-1 h+n

(A) 1

El valor presente de esta anualidad valuado en (A), se denota por: maﬂi

Donde
h+n-1

N h+1 h+2 h+n—1 t+h
a. =v"+v" v 4 Zv _Zv =" a;

h|
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Perpetuidad Vencida Diferida

Perpetuidad diferida “A” anos vencida, el primer pago se realiza en el periodo
de pago h+ly todos los pagos se realizan al final de cada periodo de pago.

|
0
® 1

a— . -
El valor presente de esta perpcldidad valuado en (A), se denota por: &

Donde
: : 1
,8, =lim a =v" v 4= lim Ve, =vh(_

‘ N—o0 n‘ N—oo n‘ |
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Perpetuidad Anticipada Diferida

Perpetuidad diferida "h” anos anticipada, el primer pago se realiza en el
periodo de pago h+1 y todos los pagos se realizan al inicio de cada periodo de

pago.

ﬁo o

(A)

El valor presente de esta perpetuidad valuado en (A), se denota por: h ~eo
Donde
: : 1
ca =lim a =v"™ v =limvia, =V T
| oo N—»o0 n N—»o0 n d
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Ejemplo Anualidades Diferidas NN

Ejemplo 15

Una persona pide prestados $10,000 vy logra negociar su pago de la siguiente
mMmanera:

« realizar un primer pago al final del noveno mes,y

« realizar 60 pagos mensuales iguales.

Si x corresponde al monto de los pagos vy la tasa de interés anual es de 18%

anual convertible mensual. ; Cual es el valor de x?

X X X

Solucion | |

I }
0 8 9 67 68
12 12 12 12

w8
$10,000 = xv*a $10,000 =12x , a2

60[1.5%
12

-

X =$10,000

| \8
1
Loy ) X — $286.06
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Ejemplo Anualidades Diferidas

Ejemplo 16
A partir del Ejemplo 15 calcular la cantidad de cada pago si se realizan los

pagos de forma anticipada y sin diferimiento.

X X

X X X

| | | | | |
| | | | |

0 1 2 3 59 60
12 12 12 12

Solucidn

12 12 12

$10,000 — 12X&§>1129).56%

$10,000=xa_
1_v . $10000 d™
X =$10,0001_V60 T12 0 14V
X =$250.18

MASTER IN FINANCE



o
Asociaciéon
Inversionistas
| °




