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Interés en el tiempo VL4

sCOmo se comportan los intereses cuando varia el periodo sobre el cual se
define la tasa de interése

Ejemplo 1
Se invierten $1,000 durante 5 anos. Utillizando el régimen de interés simple 3Cudl
serd el monto al final de los 5 anos si:

1. Los periodos son anuales y la tasa de interés es 12% anual?
M (5)=$1,000(1+ (5)(12%)) 4 $1,600
2. Los periodos son semestrales y la tasa de interés es 6% semestrale
M (10) = $1,000(1+ (10)(6%)) 5 $1,600
3. Los periodos son trimestrales y la tasa de interés es 3% trimestral?
M (20) = $1,000(1+(20)(3%)) < $1,600
4. Los periodos son mensuales y la tasa de interés es 1% mensual?
M (60) = $1,000(1+ (60)(1% )) < $1,600
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Interés en el tiempo VL4

Ejemplo 2
Se invierten $1,000 durante 5 anos. Utillizando el régimen de inferés compuesto
sCudl serd el monto al final de los 5 anos si:

1. Los periodos son anuales y la tasa de interés es 12% anual?
M (5)=$1,000(1+(12%))’ =|$1,762.34
2. Los periodos son semestrales y la tasa de interés es 6% semestrale

M (10) = $1,000(1+(6%))”° = $1,790.8§|

3. Los periodos son frimestrales y la tasa de interés es 3% trimestral?

M (20)=$1,000(1+(3%))” <$1,806.11
4. Los periodos son mensuales y la tasa de interés es 1% mensual?

M (60)=$1,000(1+ (1%))* = $1,816.6§|




Tasa de interés nominal

Como se puede observar a partir de los ejemplos anteriores, bajo el régimen de
Interés Simple, no existe diferencia alguna, mientras que bagjo el régimen de
Inferés Compuesto, los intereses aumentan conforme el periodo de
capitalizacion disminuye.

También, podemos notar que la variable del fiempo, estd expresada en
periodos relativos partiendo de la definicion de la tasa de inferés i.e. tasa
mensual, periodos mensuales

A partir de esto, podemos detectar que surge la necesidad de definir una tasa
de interés que especifigue el periodo de capitalizacion en el regimen de infterés
compuesto, a la cual denominaremos Tasa de Inferés Nominal.
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Tasa de interés nominal

Generalmente, la tasa de interés se establece como la tasa efectiva por
periodo. Por interés al 10% anual, se enfiende que la tasa efectiva de interés al
ano es de 10%, i.e. que el periodo de capitalizacion es de un ano.

Si el periodo de capitalizacion no es anual, enfonces se debe indicar
expresamente la frecuencia de conversion e.g. interés al 8% anual convertible
trimestral, indica que el fiempo estd medido en anos y que su periodo de
capitalizacion es cada tres meses, por lo tanto la tasa de interés efectiva por
trimestre es 2%

En conclusion, la Tasa de Interés Nominal, NO sirve para calcular los intereses
(exceptuando el caso en que el periodo de capitalizacion sea igual al periodo
de medicidn del tiempo). Para calcular intereses, necesitamos Tasa de Interés
Efectiva.

MASTER IN FINANCE



Tasa de interés nominal

Notacion

Se denota como i™ a la tasa nominal anual convertible m veces al ano, es decir,
existen m periodos de capitalizacion en un ano. Por ejemplo para el caso
trimestral, se convierte 4 veces al ano, para el caso semestral, 2 veces, etc.

La tasa nominal convertible m veces al ano i™, tiene dos implicaciones:

1. Existen m periodos de capitalizacion en un ano.

(m) , . -
2. ' eslatasa efectiva por m-ésimo de ano.
m
Por lo tanto, la funcion acumulacion sera:

a(t)=(1+i(m)Jmt

m
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Tasa de interés nominal NV

Ejemplo 3

5Cudl serd el monto que producird una inversion de $10,000 después de 3 anos @
una tasa del 4% anual convertible mensualmente?

Soluciéon

12-3
M (36)= $1o,ooo(1+ %24)

= $10,000(1+.0033)*
=$11,272.72
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Tasas equivalentes VL4

Decimos que dos tasas anuales de interés con diferentes periodos de conversion,
son equivalentes si producen el mismo interés al final del mismo periodo.

Ejemplo 4
sCudnto serd el Valor Futuro al final de un ano de $20,000 que se invierten en
t=0¢

1. Si se invierten al 5% anual convertible trimestralmente

4
M (4)= $20,ooo(1+ 0'405)

=$21,018.91

2. Sise invierten al 5.094534% efectivo anual.
M (1) = $20,000(1+0.05094534) |=$21,018.91

Por lo tanto, las tasas del 5% anual convertible trimestraimente y 5.094534%
efectivo anual, son equivalentes.
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Tasas equivalentes VL4

Para enconftrar la relacion que existe entre una tasa nominal anual i™ y una tasa
efectiva anual i, establecemos las siguientes igualdades:

m m

j(m) m _ j(m) mt N
I+— | =@+i) y [1+—| =(@+i)
De las cuales obtenemos:

i=(1+i(r:)Jm—1 e i(m)zm{(lﬂ)"l’—}

De igual forma, podemos establecer la siguiente relacion:

(m)\™ TORN
1+ | =1+
m n

Obteniendo () n
i(m):m( j -1
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Tasas equivalentes

Ejemplo 5

Encontrar la tasa de interés nominal anual convertible trimestralmente que sea
equivalente a una tasa del 18% anual convertible semestralmente.

Solucion
Tenemos i@)" 18% )"
1+— | =1+
4
Despejando [ 18% %
i) =4 (1+ °j -1

B 1
i) =4/ (1+0.09)2 — }
i) =17.61%
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Tasas equivalentes
Ejemplo 6

Siuna accion ofrece el 15% de interés efectivo anual.
1. 5Cudl esla tasa de interés efectiva mensual equivalente?

12) ) j(12) 1 j(12)
1+——| =@1+0.15)= - =(1+0.15%2 -1..——— =1.17%
12 12 12

2. 5Cudl serd la correspondiente tasa nominal semestral convertible
mensualmente?

Dada la tasa efectiva mensual, se multiplica por el nUmero de meses del
semestre, i.e. 6(1.17%)F7.02%

3. 3Cudl serd la tasa nominal anual convertible mensualmente?

Dada la tasa efectiva mensual, se multiplica por el nUmero de meses del
ano, i.e. 12(1.17%)314.1%
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Tasa de descuento nominal

Notacion

Se denota como d™ a la tasa nominal de descuento anual convertible m veces
al ano y denota los intereses pagados al comienzo de cada m-ésima parte del

ano.

Si dM es la tasa nominal de descuento convertible m veces al ano, entonces
d™ eslatasa de descuento efectiva por m-ésimo de afo.

m
-, ., , gmy™
Por lo tanto, la funcidén acumulacién serd: a(t)=]1-
m
mt
., 3 dm
y la funcidn de descuento es: a(t) =(1— - J
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Tasa de descuento nominal

El capital que resulta de descontar una unidad monetaria que se encuentra al
final de un ano a las tasas de descuento efectiva anual, d, y de descuento
nominal anual, d™, cuando estas son equivalentes es:

(1—d(m)jm=(1—d) y (1—0';:)Jmt=(1—d)t

m

De las cuales obtenemos:

(m) )" 1
dzl—(l—d J y d(m):m{l—(l—d)m}

m

De igual forma, podemos establecer la siguiente relacion:
dm\" d™my
1- =|1-
m n
(m)\" (™"
m n

Siguiendo la misma idea:
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Fuerza de interés

Como se habrd observado, las mediciones de interés que se han definido, son
Utiles para determinados intervalos de fiempo. Las tasas efectivas de interés o
de descuento, miden el interés sobre el periodo de medicion, mientras que las
tasas nominales lo hacen sobre m-ésimos de periodo.

En ocasiones es Util medir la infensidad con la cual operan los intereses en cada
momento del tiempo i.e. sobre intervalos de tiempo infinitesimalmente
pequenos. La medicion de este tipo de intereses de momentos individuales se

llama fuerza de interés.

Sea S=In(l+i) dondeieslatasade interés efectiva anual.
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Fuerza de interés NV

Otra forma de ver la fuerza de interés es como una tasa de crecimiento, misma
que se define como:
f(t+h)-f(t)

h
Sila expresamos por unidad de tiempo, tenemos:

f(t+h)— f(t)

f(t)-h
Para obtener la tasa de crecimiento ins’r)on’réneo, se foma el limite de h cuando
tiende a 0.
i ft+h)-f(t) 1 . f(t+h)-f(t)
im = li
h—>0 f (t) h f (t) h—>0 h
1 df(t) dInf(t)
= = — 5t
f(t) dt dt
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Fuerza de interés

Reemplazando t porr, e integrando ambos lados de 0 a t.

j@dr_jd'”f()d —inf(r) =i

) dr o £(0)
}5,dr }5rdr
e _ ()

1O~ 10~ 1%

Si consideramos que f(0)=K es el capital inicial y f(t)=M(t) el monto de la inversion
al tiempo t.

16.d
Entonces a(t):eo r

Se puede ver como la funcion acumulacion.

MASTER IN FINANCE



Fuerza de interés

Propiedades de la Funcion Acumulacion:

1. a(t) estda definida vVt >0

0
2 [o.dr

~al0)=e =e"=1
3. a(t) es generalmente una funcion no-decreciente.

t
o.dr

| i :
a't)=5e° >0 si &, >0,vr=>0.. Nodecreciente
4.Es una funcion continua.
En general, denominaremos a § como la funcion fuerza de interés

tei‘*‘” _ alt) 5 = Y nfa)= 20
gérdr =In[a(t)]
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Fuerza de interés NV

Tasas Efectivas de Interés por periodo

2 t
_alt,)-alt,) _ eh o _gboe _ e o “or

Itl,t2 - a(tl) . (Ilé,rdr
En particular . ,
) Regimen de Interes Compuesto.
. ar
i =g 1 a(t)=(1+i)
Régimen de Interés Simple. En’roncesét _ d|n a(t)
a(t)=1+it dt
Enfonces o _ a'(t) 5, :dtln(1+i)
0 a
i 5, =In(l+i)
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Fuerza de interés NV

Consideremos el caso en el que las fuerzas de interés varian tanto en el tiempo
como en su forma en el intervalo (0,1].

(5,(r) O<r<t
5(r)=15,(r) t <r<t,
5,(r) t,<r<t

También sabemos que:
a(t)=(1+ Io,, Ji+ i, . i+ i, . )
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Fuerza de interés

Para el caso particular de Interés Compuesto, se tiene:
(5, O0<r<t,
o(r)=405, t <r<t,
0, L, <r<t

a(t) _ (e.[}&ldrj(ej}azdr)[e ttzéger _ ealtlegz(tz—tl)eé3(t—t2)
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Tasa de interés variable NV

Ejemplo 7
Considerar una tasa de interés efectiva anual de 8% durante 1os primeros 3 anos
y del 12% durante los siguientes 5 anos. Calcular la funcidon de acumulacion

correspondiente.
Solucion

*Calculando directamente, tenemos:
1.08) 0<t<
a(t): ( 3 ) t-3 <t=s
(L.08)’(1.12)~° 3<t<8
‘Mediante tasas efectivas
Para 3<t<8

. _a(t)-a(0) _ Cnear a|i - at)-a@)_alt) ,_@12)
|o,t—a(0)_a(t)—1_(1.08) —1]is = 3 " ad) -1 1
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Tasa de interés variable

Solucidén (Continuacion)

« Mediante tasas efectivas

alt) = 1+iy, =(1.08) 0<t<3
| (@+ip 5 Ja+i,;) =(1.08)(1.12)° 3<t<8

- Mediante funciones de fuerzas de interés

5,(r)=In(1.08) 0<r<3
olr)= {52(r): In(l.12) 3<r<8

b Ir _ gtn@0) _ (1 0g)f 0<t<3
a(t): ejgal(r)dmgaz(r)dr _ @3n(L08)g(t-3)n(112) _ (1.08)3 (1_12)t‘3 3<t<8
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Tasas equivalentes entre regimenes

Como se comentd con anterioridad, dos tasas son equivalentes, si producen el
mismo interés al final de un mismo periodo independientemente del periodo
considerado.

Para el caso en que se consideren diferentes regimenes de inversion, las tasas
serdn equivalentes exclusivamente en un periodo de inversion, por lo que es
necesario que se determine el periodo en que se desea determinar la
equivalencia.

Ejemplo 8
Calcular la tasa de interés simple anual que equivale a una fasa de inferés
compuesto anual de 8% en los siguientes periodos: 1 semestre y 3 anos.

a)(1+0.5i)=(1+.08)"* =i = dﬁgi_l 17.84%
0.
b)(1+3i)=(1+.08) =i= 108y -1_ 8.65%

3
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Ejercicios Ll

Ejemplo 9

Encontrar la funcion fuerza de interés equivalente, si se considera la siguiente

funcidon de acumulacion
alt)=t>+2t+1

Solucion t
Sabemos que: alt)= eL5rdf
_dInaft) Cc:ta(t)
Ina(t)=J,5,dr = & a)
e 2+2
24 2t+1
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Ejercicios Ll

Ejemplo 10

Se tienen $50,000 para invertir en 3 anos. Para el primer ano, la fasa de
descuento anual convertible mensualmente es de 8%, el segundo ano, la tasa
de interés convertible frimestralmente es de 4% y el tercer ano, la fuerza de
interés es del 2% anual.

Calcular la tasa de interés efectiva anual constante para los fres anos
equivalente para el esquema de inversion presentado para los 3 anos.

Soluciéon
Tenemos:

1 i@\’ 1 4%\ o
a®)=| w (1+4J %)= % (1+4°) (e2*)1.1504
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Ejercicios

Solucién Ejercicio 10 (Continuacién)

Por otfra parte, necesitamos calcular:
a(3)=(1+i) =1.1504
i =(1.1504)"° -1
- 1=4.78%
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Anexo fuerza de interés

Dado que j(m\"
(1+i)=(1+)
m
. i
Tenemos S=In(l+i)=min| 1+ —
m
Despejando it S j(m)
9 .n(1+j
m m
g
im = m(em —1}
Escribiendo la exponencial como serie de Taylor ‘o1 X2 X
, ; e’ = +x+§+§+---
Tenemos: S
i =m 1+5+(5/m) +(§/m) +--- -1
m 2! 3
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Anexo fuerza de interés

Sim tiende a infinito (capitalizacion contfinua), obtfenemos
limi™ =65

De igual forma vy siguiendo el mismo razonamiento que el utilizado para la tasa
de interés, tfenemos:

Sea 8=Ln(1+i) donde i esla tasa de interés efectiva anual.
i 1
m 1+i)=|-~
Sabemos que (1+i) [1—dj

Entonces S =-In(1—d)

m

1 1
Dado que (1—d): o

1-—

(m)
m Obtenemos & =-—m In(l— d j
m
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Anexo fuerza de interés
Igulienao el mMISmo razondmiento que para Ias 1asas

ae interes, renemaos.

(m)
Despejando d™ _o_ In| 1— d J
m m
0
d™=m|1-e mJ
Escribiendo la exponencial como serie de Taylor €7 =1-x+7 — +-
2 3 | )
Tenemos: d™ —m 1__5_(_5/”‘) _(=oim) _1
m 2! 3
2 3
sdm=5- 0 + 0 =
2Im  3'm
Sim tiende a infinito (capitalizacion continua), obtenemos:
limd™ =5

m-—oo

Finalmente, observamos que la tasas de interés y descuento continuo son
iguales.
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